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Яоомдоваяы данамкчеохнв свойства возможных форм вллжпта-
чеокжх галактик - сжатого оферомда я трехосного эллипсоида. Не-
аавгохшш от Бжинж (1978) способом сделан вывод о то*, что сплоо-
яутость а и ш т и ч е о к п галактик отражает глооадьнуо авиаотропвю
ддоперси окорооте! >вввд. Дня анивотрогшшс моделей велжчкна
анмотрошп в 3-5 рае меньие установленной EHHHI. Раоомотрено




До недавнего времени о вращении эллиптических галактик вна-
ли очень мало и считалось, что аналитические самосогласованные
модели (Готт, 1975; Вилсон, 1975; Лароон, 1975) в первом приблн-
жении правильно отражает динамическое ооотояние этих систем.
Предполагалось, в частности, что модели имеет такую зависимость
сплюонутооти от вращения, какая сущеотвует в галактиках. Недав-
ние намерения вращения у аллиптических галактик (см. Иллингворт,
1977 и цитированную там литературу) показали, что величина это-
го вращения мала и недостаточна для создания наблюдаемо* степени
сжатия. Стало ясно, что сжатие эллиптических галактик прямо не
свяаано с их вращением, а вызвано другой причиной.
В качестве втой причины сжатия была предложена идея оста-
точной анизотропии дисперсии скоростей звезд (Бшпш, 1976) .удач-
но вписывающаяся в картину динамики беоотолкновительннх ожотвн
и аллиптических галактик в частности. Рез тируя, можно оказать,
что сплюснутость эллиптически! галактик отражает существование
анизотропии дисперсии скоростей. Но исследование моделей о ани-
зотропией наталкивается на трудности, носящие математический
характер. Так, для моделей с осесимметричным потенциалом фазовая
функция распределения, задающая анизотропию* зависит, помимо
двух известных интегралов движения-энергии и момента импульса,
от неизвестного, вообще говоря, третьего интеграла. Нельзя при-
менить в данном случав и результаты детально исследованных в
звездной динамике моделей с эллипсоидальным (или иным анизотроп-
ным) распределением скоростей. Все дело в локальном характере
анизотропии дисперсии скоростей, задаваемого эллипсоидальным
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распределением, а эта локальность не создает, вообще говоря,
глобальной анизотропия дноперсин окороотей. Но именно глобальная
анизотропия необходима для создания оплвснутооти галактик.
Применяв тензорную теорему вириала к эллипсоидальным систе-
мам, Бивни (1978) иоследовал динамику сжатого х вытянутого сфе-
роидов (о вращением вытянутого вокруг короткой оси). Метод поз-
волил исследовать модели с глобальной анизотропией дисперсии
скоростей, не решая трудной математической задачи нахождения
фазовой функции распределения. Иа сравнения результатов исследо-
вания моделей о наблюдениями Бинни заключил, что наиболее веро-
ятна вытянутая форма эллиптических галактик.
В данной статье, используя тензорные соотношения (Роберте,
1962), найдена динамическая связь между "сжимаемыми" (в данном
случае бесстолкноввтельными) и хорошо изученными несжимаемыми
фигурами. Отношение энергии вращения н гравитационной энергии
для данной фигуры зависит только от сжатия, но не зависит от
распределения плотности, если только она постоянна на подобных
эллипсоидальных поверхностях и распределение скоростей сферичес-
ки изотропно. Этот вполне общий результат позволил (раздел 2)
независимым от Бинни (1978) способом показать необходимость уче-
та глобальной анизотропии дисперсии скоростей в динамике эллип-
тических галактик. В качестве вытянутой исследована модель трех-
осного эллипсоида, являющаяся более общей, чем принятый в упо-
мянутой работе вытянутый сфероид. В разделе 3 тензорная теорема '
(Бинни, 1978) используется для количественного учета роли ани-
зотропии; найденная величина последней э 3-5 раз меньше получен-
ной им. Приводятся динамические аргументы в пользу существования
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как сжатых, так и трехосных эллиптических галактик (раздел 4 ) .
2 . 1 . Соотношение -№- для сжатого сфероида.
Для последовательности твердотельно вращающихся осесиыматри-
чных тел справедливо соотношение (Чандраоекхар и Лебовяц, 1962)
где Jtj есть тенэор инерции и V j^j -тензор потенциальной энер-
гии. Дня неоднородных эллипсоидов с распределением плотности
компоненты тенгоров имеют вид (Роберте, 1962)
Для того, чтобы получить выражение для угловой скорости враще-
ния неоднородного сжатого сфероида ( CL,-&i>CL3, £-\{{-(сс*/О-)) )





Гравитационная энергия системы согласно (3) равна
fe J l f ( 9 )
где fctAtal .
И (Ю)
Важной динамической характеристикой явяяетоя энергия вращения
вокруг оом <Х
Л
В чаотном случае неоднородного сжатого сфероида получим иско-
мое соотношение, положив в (9) и (II) CLJ=(ZX>CC.J
где использовано выражение (7); для J из (10) легко найти
J- -Щ£ ocreUnt . (и)
Отмепш, что t(t) i s (12) зависит лишь от сплюснутости
сфероида и не зависит от распределения плотности в нем. Нике
i
будет показано, что для трехосных систем имеет место то же
свойство. Этот факт является важины,поскольку им устанавливает-
ся связь между фигурами равновесия несжимаемой жидкости и "сжи-
маемыми" системами. Ниже мы еще вернемся к атому вопросу.
Графи функции 12 изображен на рхо.1.
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2 . 2 . Соотношение Ш— для трехосных оиотем.
Чтобы получить угловую скорость вращения для трехооных
эллипсоидов Q, >«.*>&, , имеющих распределение плотноотш ( 2 ) ,
воспользуеыоя вириаяьныы уравнением (Чандраоекхар, 1973)
. (М)
Подставив в него_(3) к (4) и прибавив к обеим чаотям
d i , получим (при условии O




Свяаь ыехду af//O, и а , ^ та же, что для вллипоондов Якобж
Для нахождения J
ul/fX/l поступим как в рааделе 2 .1, ио возьиеы
Л
1
 ив (15). Чтобы не вычислять сложное выражение А
г
-а.[Ац
запишем U1) в форме, позволяющей воспользоваться табличными
данными (Чандраоекхар, 1973, стр.123)
где F(t>ty- неполный эллиптический интеграл 1-го рода, а
с»
Значения Л',(uj/JJ^joiyfe,)берутся прямо из указанной таблицы. Тра-
фик формулы (18) изображен на рис.1. Так-как при выводе (18)
использована формула (17), справедливая в области существования
- 7 -
эллипооидов Якоб* ( • £ = 4 - g l > 0 ,42) , график для неодно-
родного эллипсоида также изображен при £^& 0,42.
Важно отметить, что t=yfef- *» ( 1 8 > н в зависит от
распределения плотности и определяется только сплюснутостью
оистевш. В разделе 2.1 получен тот же результат даш сжатого
сфероида. Соотношения (12) и (18) верны и в частном случае од-
нородных, несжимаемых систем. Таким образом,
между хорошо изученными IgyjQgJgJ 1?ё55255Я5? H5S55M£ei!2?
га (сфероидом Маклорена и аллипсоидом Якоби) и^  "сжимаемыми"
неоднородными системами, имеющими поверхности равной плотности
в. виде подобных эллипсоидов. Она заключается в том, что важная
динамическая характеристика Jg&- определяется в обеих случаях
только формой фигуры и ее сплюснутостью. Эта простая аналогия
« W * » ^ O**±v-*"^ *~ Avuuivi, *• **"" »^.*s.<i4 О i 1 Ц . Ч Ш
позволит нам (см. раздел 2.3) подтвердить важный результат, от-
носящийся к эллиптическим галактикам (Бивни, 1978) - необходи-
мость существования в них глобальной анизотропии дисперсии ско-
ростей, а также сделает понятной общность применения критерия
устойчивости (ом.раздел 5 ) .
2 . 3 . Соотношение для
Из наблюдений эллиптических галактик известны: ^ -спроек-
тированная на луч зрения дисперсия случайных скоростей, и # * *
- максимальное значение скорости вращения. Считая распределение
скоростей изотропным и ^ однородной по телу галактики, можно
оценить полную анергию хаотического движения звезд %andr ^ъ
( л - п о л н а я масса системы). Энергия вращения р а в н а Т ^ / / / Э Д ° ^
, где <>С <•£ вследствии того, что берется максималь-
ная наблюдаемая скорость вращения.
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Коэффициент об можно оценить i s ааалква тяпгшо! криво* «ра-
щения адлнптжчвоиой галактики (Приложение Z).
Для упрощения раочетов будем считать, что кинетическая
энергия галактики оостонт на энергии вращения ж шерпа хаотя-
ческого движения. Теорема внрвала хмеет вжд:
\
откуда
Подставляя сода • ^ s . i /Ц^ ^} , наждаи:
- ш I ')щ as    (21)
Выше отмечалось, что £(е) (формуш (12)к (18^ не »апожт от
распределения пдотностж вжда (2) ж от углово! окороотх твердо-
тельного вращения. Темх же свойствами ойжадает Щ& , что
легко видеть кв формулы (21) . Аналогичны! рввультат отметхх
Бинни, 1978 (ом, авхе формулу ( I " ) ) .
При выводе ( 2 1 ) предполагалась хвотропхя джоперохж охороо-
гей звезд, я справедливость этого фхэхчеохх важного условна мож-
но проверить .сравнив результата найдвденхж/завжсхиоотьв по «tot
формуле. На рис.2 крестиками нанесены данные наблюдений для
14 галактик (в основном, по работе Ихлжнгворт, 1977). Даже учи-
тывая некоторую неопределенность, с которое ати данные получевв,
сравнение с теоретическими кривыми ясно показывает: в предполо-
жении изотропии дисперсии скоростей ни вытянутая, ни тем более
ожатая иодели наблюдениям не удовлетворяют. Этот пржкцюмальво
важный для понимания динамики эллиптических галактик вывод пер-
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вш отметил Бннни (1978). Но метод у него другой: иопольяуя твн-
аорнуо теорему вириала,он получил формулу (ом. такие рис.2):
6
включавшую изотропный случай как частный при Q 3 = < 2 * a 0 . Отме-
тин, что в атом случав ( I * ) не оводагся к формуле ( 2 1 ) ; неоов-
падение объясняется некоторыми неточностями вывода ( I * ) . Заме-
чания о методе Бинни приведены в разделе 3 , там же получена фор-
мула д м ^g^ , кото-тя в случае изотропии сводится н ( 2 1 ) .
Резюмируя, отметим, что независимым от Бинни методом (опирающим-
ся на связь между "сжимаемыми" и однородными несжимаемыми фигу-
рами) установлена необходимость глобальной анизотропии для о б е -
их моделей эллиптических галактик.
3, Учет анизотропии дисперсии скоростей^
Два количественного учета анизотропии дисперсии скороотей
Биная (1978) применил тензорную теорему вириала и использовал
тензорные соотношения (3J . Ооноввая идея метода заключается
в представлении тензора внутренней энергия 3k[ в виде суммы
где
r
 7fn^(Ц^Ц^*-"^] составляет 2/3 полной внутренней
внергия хаотического движения авеэд. На втот изотропный энер-
гетический фон накладывается определенная анизотропия, опиоыва-
«мая тензором Щ с требованием замкнутости: Vtl+\%*Tna0 .
Как составляется тенвор Т^ у , показано в Приложении I ; там же
получено основное соотношение излагаемого метода:
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где /iy - тенэор кинетичеовой энергии упорядоченного двкхенкя.
Впвнк пренебрегает токами вещества вдоль оси CLt и полагает
T J } = О , a Tj«+Ti приравнивает энергии вращения %-М Я* •
• В данной статье мы примем, в соответствии со смыслом # "
равенство 37Г= М$* , а не flV^/ti* , как полагает Бивни (что
в приводит к неточности ( I * ) ) . ПодставляяТ^ьА^к^'Ти+Ти.
в (Ш " ) и используя (3 ) , получим иокомое ооотношенте:
Ц
6 - 0 6
 \Qr&t^*>ap/ ' {22)
где У
 f At даются формулами '10) , (бЦа яоэф|ициентн аяиаотрошш
> . « « "
 T | ^ t (23)
Оставлены обоаначения оригинальной отатьи. В отличив от (22),
где ife* эавиойт от Q^-Qt , в ( I * ) результат завюяг от
иного оочетания <2| и Qt . Физически более приемлема зави-
симость от QfQn как в (22>. Формула (22) при Q,-Qx=^
сводит я, как и следовало ожидать, к (21). В этом можно убе-
диться на случае сжатого сфероида: нужно подставить (12) в фор»
мулу (21) , а в (22) формулы (13) и flj'zjpl&r-*™'11*}
из ( S ) . на рис.3 изображены графики формулы (22); для подгонки
результатов наблюдений взяты' значения Q)~Ui ••. для моделей
сжатого сфероида 1,7, и для трехосного эллипсоида I. В то же
время величина анизотропии для подгонки наблюдений по ( 1 Н ) в
3-5 раз выше: Q3 =2 и 0.^-S. для сжатых, Qt « i к Qt «= -2
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для вытянула сфероидов. Впрочем, вто расхождение легко вк-
деть я по ряо.2; изотропное кривые ( I х ) лежат выше графиков
формулы ( 2 1 ) . С точки еренжя отыскания реального механизма о б -
разование анизотропии дисперсии скоростей в галантинах опиоан-
ноэ расхождение коэффициентов 0j я Qi существенно.
Дяя учета поправок sa существование токов вещества 7 ^
нужно иметь самосогласованную модель, но как покааал Башня, по-
правки мала ж оделанных выводов не изменяют.
4 . 1 . Динамические предпосылки существования сжатых ж
вытянутых эллиптических галактик.
До свх пор пыталиоь (си. например Банни £1978)) выбрать
между сжатой и вытянутой возможными формами галактик. Однако
можно отыскать найлсдательные тесты (Кондратьев и Озерной,
1978), указывающие на существование обеих форм. Веля наблюде-
ния в дальнейшем подтвердят существование двух форм галактик,
это сыграет ванну с роль в понимании условий их образования.
Кроме наблюдательных, за существование двух возможных форм га-
лактик можно привести некоторые динамические аргументы.
Предположим, что в области истинных сжатий 0 $ £ б £
эллиптические галактики имеют форму сжатых сфероидов, а в о б -
ласти St^C^£i - вытянутую форму (вращение вокруг корот-
кой оси) . Это предположение опирается на аналогии с фигурами
равновесия несжимаемой жидкости: для сфероидов Маклорена при
£ 0 = 0,417 оуществует точка бифуркации с последовательноетыо
еллияевидов Якоби. Рассмотрим, носят ли принципиальный характер
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основные возражения против такой аналогии:
а ) неоднородность эллиптических галактик,
о ) дифференциальность вращения галактик, в то время как у фи-
гур несжимаемой жидкости оно твердотельное,
с) в галактиках возможно существование систематических токов
вещества.
Как установил Роберто (1962), для конфигураций с поотояннож
плотностью на подобных сферэидальных поверхностях и твердотель-
ным вращением положение точки бифуркации ° трехосными систе-
мами не зависит от вида распределения плотности, т . е . £,=0,417
как для однородных фигур. Роберто показал, что в условии для
существования сочки бифуркации ооесямнетржчннх фигур
W*.»l*bj« > ( 2 4 )
(где Wij - тензор потенциальной энергии, а №а;л ~ момент
от тензорного потенциала) правая ж левая части одинаково зави-
сят от распределения плотности (2) . Решая (24) относительно 6
(эксцентриситет), получим €, = 0,8127 или £ , = i - V p ? =0,417.
Приведенное доказательство снимает возражение ( Л ) .
Ддлее, необходимо радличать вращение конфигурации как твердо-
го тела и возможные в ней вихревые токи вещества, Центральнне
области эллиптических галактик обнаруживают твердотельное враще-
х
' Видимая сплюснутость йзофот меняется от центра к крав
(Туллио, 1978), поэтому для галактик значение £., может отли-
чаться от канонического.
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нив, а отклонения от него во внешних частях можно объяснить
вихревыми токами, представление о которых дает модель Фримана
(1966). Существование вихревых токов в эллиптических галактиках
делает шс похожими на эллипсоиды Римана - последовательностями
фигур, имеющих твердотельное вращение Д я внутренние вихревые
движения f ; для каждой последовательности отношение / = i 7 / 2
постоянно. Сфероид Ыаклорена можно рассматривать как эллипсоид
Римана, имеющего определенные значения Ж я С (Чандраоекхар,
1973). Таким образом, приведенные возражения ( а ) , ( о ) , (о)
не носят принципиального характера против возможного еущеотво-
вания обеих форм эллиптических галактик.
5, Заключение.
Рассмотрены динамические свойотва возможных моделей эллип-
тических галактик - сжатого сфероида и трехосного эллипооида.
Сравнивая результаты расчетов о имеющимися наблюдательными дан-
ными о динамике реальных галактик можно заключить, что их
сплюснутость отражает оущеотвование анизотропии дисперсии ско-
ростей независимо от того, сжатые или вытянутые они по форме.,
Отмеченная связь между "сжимаемыми" и несжимаемыми фигурами
челает понятным также общность формулировки критерия устойчивос-
ти (Пиблс и Оотраикер, 1973): для любых осеоимштричных грави-
тирующих тел (как для жидких, так и "сжимаемых" - беостолкно-
вхтельных или газовых) условие устойчивости определяется тре-
бованием t = X t / ( U ^ / * 0 , I 4 . В заключении заметим, что особый
интерес вызывает механизм происхождения глобальной анизотропии
дисперсии окороотей, исследование которого дало бы возможность
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глуше понять происхождение мяжптжчесюп: галажтщ. В овявх о
•там, жжет т е т ь зяаченже велгана анязотропжж,найденная маю
в 3-5 раз меньшей,чем j Бкннк.
№рвжао бяагодарвооть Л.М.Оверяому за поотояннов к полез-
ное обсуждение вопросов, затронутых в данной отатье»
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Приложение I.
Следя Бинни, (1978), получим соотношение (Ш ) ив разда-




vf - гравитационный потенциал, Hj -тензор кннетичесяой анергии
упорядоченного движения, Щ] - тенэор потенциальной энергии,
ТТц - тензор энергии хаотического движения. Пусть система вра-
щается вокруг оси CLj о постоянной угловой скороотью Я , я
собственные оси конфигурации совпадают о осями данной системы
'.оординат (ось 2 - наибольшая). Согласно формуле преобразование
-AM O\{ % о 0\f<MAt ]
4 о У, h*
о */\о о V
Беря производные и полагая t-О , получаем
где Г7*%-У±>0.
Сравнивая.(6) с (I ) , имеем




Представлено Щ г ттдц + Ц{ (ом.раздел 3) и полагается
Т
п
- 0 . Складывая (7) и (8) и исключая 7Г с помощи (9), на-
ходим
Складывая (7), (8), (9), получаем скалярную теорему вириала
о. (ID
Искомое соотношение следует из (Ю) в (II)
(К)
_ » Приложение 2.
Чтобы оценить <L щ~-~ Г.
где J
2Г- * f?J/tJ<^T ~ с Р е Д н в е аначение скорости
"^ в j вращения,
1 ^
a l f -амшштуда кривой вращения,
возьмем данные о п С С 4697 (Бертола и Д а^паччиоли, 1975). Исходя
из приведенной там кривой вращения, легко найти вычислением
площади под ней о£х 0,72. Пример другой галактики И/&С4473
(Явг и Саржент,1978) дает величину оС ~ 0,83.
оРис.I.
0,1 ofo ^ o P ts as ол
для ожатнх (графин X) x трехооннх (П) моделей
для сжатых (I) ж трехосных (П) изотропных
моделей. Величина Л =0,72, Приведены (для сравнения)
графини ( I * ) для сжатых (пунктир) и BHMHJTHX (точка-
тире) сфероидов. ?%d/6 умножены нн проектировочный
фактор: для сжатых р = 0,785, для вытянутых в интер-





б (И 0.Z 0.3 ОМ <XS 0,6 0.7 £
Рис.3. 2Ц/ф для ожатых (пунктир) и трехосных (точка-тире) мо-
делей. Величина анизотропии: Q 3 - ( ? J = 1,7 для ожатых и
Q j - Qx=* I - для трехосных. Вое Ifut умножены на фактор
проекции. Крестики - данные наблюдение 14 галактик.
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